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Vektör otoregresif modeller çok de� i� kenli zaman serilerinin 

analizinde kullan�lan bir yöntemdir. Bu çal��mada vektör otoregresif 

modellerin kurulmas� a� amas�ndaki özellikler, modeldeki 

parametrelerin tahmini ve modelin geçerlili� inin s�nanmas�na ili� kin 

aç�klamalar yap�lacak ve para arz� ile tüketici fiyatlar� endeksine 

ili � kin bir matematiksel model kurulacakt�r. 

1. G�R��  

Kurulacak zaman serisi modellerinde, i� letme, ekonomi, mühendislik 

ve çevre ile ilgili olaylar�n analizinde birçok veriye ihtiyaç 

duyulmaktad�r. Zaman serilerinde veriler, saatlik, günlük, haftal�k, 

ayl�k, üç ayl�k ve y�ll�k � eklinde düzenlenmektedirler. Bu � ekilde, 

zaman serisi modellerinin kurulmas� ve analizinin yap�lmas�n�n iki 

önemli yarar� vard�r. 
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Bunlardan birincisi, modelde yer alan de� i� kenler aras�ndaki dinamik 

ili � kilerin saptanmas�d�r. De� i� kenler birbirleriyle e� anl� olarak 

ili � kili olabilirler. Di� er taraftan de� i� kenler aras�nda geri besleyici 

(back sheet operatör) bir ili� ki olabilece� i gibi, bir de� i� ken di� erleri 

için öncü gösterge niteli� i de ta� �yabilir. 

Zaman serisi modellerinin kurulmas� ve analizinin yap�lmas�n�n 

ikinci Önemli yarar� ise, gelecek tahmininin do� ru olarak 

yap�labilmesi ve tahminin do� rulu� unun art�r�labilmesidir. Bir zaman 

serisinin içerdi� i bilgi veya bilgilerin ba� ka bir seri taraf�ndan 

içerilmesi durumunda, bu serilerin birle� ik bir modeli kurulup, bu 

modele dayal� daha do� ru tahminler yap�labilir. 

 

  

 
olarak yaz�lan k tane seri çok de� i� kenli zaman serilerinin k-boyutlu 

vektörü olarak adland�r�l�r. Bunun gibi kullan�labilecek çok 

de� i� kenli zaman serileri modellerinin Özellikleri ve onlar� gerçek 

verilerle ili� kilendiren metodlar, literatürde ayr�nt�l� olarak 

tart�� �lmaktad�r. Bu çal��mada bu tart��maya girilmeyecektir. 

Bu   çal��madaki       temel   amac�m�z,   bir   iteratif   model   kurma 

a�amas�nda kullan�lan de� i� ik modellerin tan�t�m�, Box ve Jenkins'in 

1970'de   geli� tirdikleri  transfer  fonksiyon  modellerinin   ve  geni�  

olarak kullan�lan tek de� i� kenli (k=l) zaman serilerinin aç�klanmas� 

vektör otoregresif hareketli  ortalama modellerinin  tart�� �lmas�  ve 
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teorik olarak yap�lan bu aç�klamalara göre, para arz� ile tüketici 

fiyatlar� endeksine ili� kin bir matematiksel model çal�� mas�n�n 

yap�lmas�d�r. 

2. TEK DE ��� KENL �  ZAMAN SER�LER�  VE TRANSFER 

FONKS�YON MODELLER �  

E� itlik (1.2)'de, k =1 oldu� unda Zt = Zt olarak yazabilece� i 

gösterilmi� ti. Önemli bir model Yule (1927) ve Slutsky (1937) 

taraf�ndan önerilen ve Barletlett, Kendall, Walker, Wold ve Yaglom 

taraf�ndan geli� tirilen kesikli tek de� i� kenli zaman serileri için 

kurulan modelinin stokastik fark e� itli � idir. Bu e� itlik, 
 

 

 

� eklindedir. Burada, 

ve 

 
� eklinde yaz�labilir. E� itlik (2.1)'de at'ler ba� �ms�z (ili� kisiz) olarak 

ayn� ve s�f�r ortalama, � 2 varyansl� normal da� �l�m gösteren rassal 

� oklar (yada beyaz gürültü)d�r; B ise BZt - Zt-� gibi back-shift 

operator; zt = Zt - �  de Zt gözleminin uygun �  yerinden sapmas�d�r. 

k serileri({zlt}, ...,{zkt}) aras�ndaki ili� kiler bazen (2.2) formunda 

lineer transfer fonksiyon modelleri taraf�ndan temsil edilebilirler. 
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Burada z{}t �   O,   k(h) ise (1,...,h-1) setini;   � shi   (B), 	 rhi   (B),
 ph 

(B), ve � qh (B) de B'deki polinomlar�; bhi'ler negatif olmayan tam 

say�lar�; ve {a1t},..,{akt}ise s�f�r aritmatik ortalamal� ve 21,...,�
2
k 

varyansl� k ba� �ms�z normal da� �l�ml� beyaz gürültü süreçlerini 

göstermektedir. Özellikle bu formun bir ya da birden fazla zh 

endikatör de� i� kenli yarat�lm��  modellerin kullan�l�r oldu� u 

görülmü� tür. 

Buna ra� men e� itlik (2.2)'deki fonksiyon modelleri, seriler uygun 

olarak düzenlendiklerinde, bir üçgen ili� kiye sahiptirler. Dolay�s�yla 

z1 sadece kendisinin bir geçmi�  de� erine ba� �ml�d�r; z2 ise kendi 

geçmi� inin yan�nda bugününe ve ayr�ca z1' in geçmi� ine ba� �ml�d�r; 

z3 de kendisinin geçmi� ine, bugününe ve z2 ve z1'in geçmi� lerine 

ba� �ml�d�r; ve böyle devam eder. Buna kar� �n e� er z1, z2'nin 

geçmi� ine ba� �ml� ise ve yine z2 z1'in geçmi� ine ba� �ml� ise, o 

zaman geri beslemeye olanak sa� layan bir modele sahip olunabilinir. 

3. ÇOKLU STOKAST�K FARK DENKLEMLER �  

MODELLER �  

3.1 Vektör ARMA Modeli  

Yukar�da belirtilen k tane seri aras�nda geri-besleme ili� kilerine 

olanak sa� layan Yule-Slutsky ARMA modellerinin direk 

genelle� tirilmesi olarak sunulan Vektör ARMA modelleri (2.2)'de 

k(h)'dan h'�n ç�kar�larak (1, ...... ,k) olarak kurulmas� ile elde edilir. 
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Bu modeller ayr�ca Vektör Otoregresif Hareketli Ortalama ARMA 

modelleri olarak da ifade edilebilirler. 

E� itlik (2.1)’de yer alan 
 

B'deki matris polinomlar, 
  ve �  k x k matrisleri 

 
ise serilerin dura� an oldu� u durumlarda aritmatik ortalama olan �  

orijininden sapmalar�n vektörünü göstermektedir ve 

 
olan {at} ise, s�f�r aritmatik ortalamal� ve � , kovaryans matris'li 

benzer olarak ba� �ms�z ve normal da� �l�ml� rassal � ok vektörler 

dizinidir. Burada |
  (B)| ve |
 q (B)| determinantl� polinomlar�n 

s�f�r de� erlerinin, birim çember üzerinde ya da d�� �nda olmalar� 

gerekmektedir. E� er |
 q (B)|’n�n s�f�r de� erlerinin tümü bîrim 

çemberin d�� �nda ise, zt serileri dura� an olacakt�r ve e� er |
 q 

(B)|’n�n s�f�r de� erlerinin tamam� birim çemberin d�� �nda olursa zt 

serilerinin dura� an olmayacakt�r. Böyle modellerin Özellikleri 

Hannan (1970), Anderson (1975), ve Granger ve Newbold (1977) 

taraf�ndan ayr�nt�l� olarak tart�� �lm�� t�r. 

Uygulamada zaman serilerinin genellikle dura� an olmad�klar� 

görülür. Böyle durumlarda yani dura� an olmayan seriler söz konusu 

oldu� unda, (3.1)'deki |
 q (B)|'n�n s�f�r de� erlerinin birim çember 

içinde bulunmalar� sa� lanarak bu serilere ili� kin model kurulabilinir. 

Serilerin dura� anla� t�r�lmas�nda fark alma yöntemi 

kullan�labilmektedir. 
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3.1.1 Transfer Fonksiyon Modeli 

(3.1)'deki vektör modeli için genelde zt'nin bütün elemanlar� zt-j (j = 

1,2,....) 'nin bütün elemanlar�yla ili� kilidir ve bütün seriler aras�nda 

geri-besleme ili� kisi vard�r. Ancak, zt 'ler katsay�lar matrisleri ( 
  ve 

� )'nin dü� ük Üçgende olmalar�n� sa� lamak için yeniden 

düzenlenirse, o zaman e� itlik (3.1), (2.2) formundan hareketle bir 

transfer fonksiyon modeli olarak yaz�labilir. Daha genel olarak, e� er 


  ve � 'lar dü� ük blok üçgen iseler, o zaman girdi vektör serilerinin 

ve ç�kt� vektör serilerinin her ikisinin de geri-besleme ili� kilerine 

sahip olmas�n� sa� layan (2.2)'nin transfer fonksiyon formunun bir 

genellemesini elde etmi�  oluruz. Vektör transfer fonksiyonu modeli 

ile ekonometrik lineer e�anl� denklem modelleri aras�ndaki ili� kiler 

ayr�nt�l� olarak Zellner ve Palm (1974) taraf�ndan tart�� �lm�� t�r. 

3.2 Cross-Kovaryans ve Cross-Korelasyon Matrisleri 

�  aritmatik ortalamal� dura� an bir vektör zaman serisi {Zt} için; 
, 

� (
)'nin gecikmeli cross-kovaryans matrisi ve �  (
) - {pij ( 
)} ise 

ilgili cross-koralasyon matrisi oldu� unda, 

 
olarak yaz�labilir. 
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(3.1)'deki vektör ARMA modeli dura� an oldu� unda; 
 

e� itli � indeki ili� kiden elde edilir.  

 

ve anla� �laca� � üzere; 
 

Özellikle p - 0 oldu� unda, yani bir vektör MA (q) modeline sahip 
oldu� unda, o zaman 

 
olarak ifade edilebilir. 

Sonuçta 
 > q oldu� unda bütün oto-korelasyonlar ve cross-

korelasyonlar s�f�r olur. Buna kar� �n bir vektör otoregresive model 

için, |
| art�kça oto -korelasyonlar ve cross-korelasyonlar genelde 

kademeli olarak s�f�ra yakla�acakt�r. 
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3.3 ARMA Modelleri ve K�smi Otoregrasyon Matrisleri  � çin 

Karar Verme Kriteri  

Dura� an bir ARMA (p,q) modeli için (3.5)'deki moment e� itli � inden 

otokovaryans matrisleri � (
) ve otoregresif katsay� matrisleri   


 1........ , 
 p a�a� �daki �ekilde ifade edilebilir: 

                                               8 

 

 

 

 



ve 
 

olarak tan�mlan�r. kxk matrisi ise, 
 

olarak tan�mlans�n. Burada dij(
,m) determinant de� eridir ve 

 
olarak gösterilir. Yukar�daki ifadede cj(
, m), cj(
, m) matrisinin j’inci 

sütunu; g1(
, m), g1i(
, m)'nin i'inci sat�r� ve  (
+ m) ise � ij(l+ m)'nin 

(i,j)'inci eleman�d�r. 

(3.7) nolu ifadeden ARMA(p,q) modeli için; 


 > p ve m �  q için, D(
, m) = 0 (3.9) 

elde edilir. Bu Gray, Kelley, ve Mclntire (1978)'in tek de� i� kenli 

ARMA modelleri için elde ettikleri sonuçlar�n çok de� i� kenli bir 

genellemesidir. 

m = q = 0 gibi Özel bir durum söz konusu ise (3.7) Yule-Walker 

e� itliklerinin tek de� i � kenli zaman serilerindeki otoregresif 

modellerinin çok de� i � kenli bir genellemesi olur. K�smi 

otokorelasyon fonksiyonunun tek de� i� kenli durumu benzer �ekilde , 

bir k�smi otokorelasyon matris fonksiyonu p (
) tan�mlanabilir. 

Böyle bir fonksiyon a�a� �daki özelli� e sahip olabilir; e� er model AR 

(p) ise o zaman 
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� eklinde tan�mlanabilir. 

4. PARA ARZI � LE TÜKET �C�  F�YATLARI ENDEKS �  

�L�� K�S�N�N VEKTÖR OTOREGRES�F MODELLER �LE 

ANAL �Z�  

Genellikle iktisadi de� i� kenler aras�nda kar� �l�kl� dinamik etkile� im 

söz konusudur. Di� er bir ifade ile bu tür de� i� kenler birbirlerine 

farkl� gecikmelerle etkide bulunurlar. Ülkemizde, bu türden bir 

etkile� im para arz� ile enflasyon ars�nda da söz konusudur. Para arz� 

enflasyonu, enflasyonda para arz�n� gecikmeli olarak veya do� rudan 

etkilemektedir. Kar� �l�kl� dinamik etkile� imlerin saptanmas�nda 

kullan�lan yöntemlerden birisi vektör otoregresif (VAR) modellerdir. 

Çal�� mam�z�n bu bölümünde bu iki iktisadi de� i� kenin birbirlerini 

nas�l etkilediklerini ara� t�raca� �z. 

Ara� t�rmada 1996-2001 y�llar� aras�ndaki ayl�k veriler kullan�lm�� t�r. 

Modelde para arz� için M2 ve enflasyonun göstergesi olarak Türkiye 

Tüketici Fiyatlar� Endeksi(1994-100) yer almas� dü� ünülmü� tür. 

Bunun yan� s�ra para arz� ile TUFE aras�nda pozitif bir ili � ki ç�kmas� 

beklenmektedir. Kurulan alternatif modeller aras�nda logaritmik 

modelin en uygun model oldu� u gözlenmi� tir. 
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Öncelikle kurulan modelin de� i� kenleri aras�nda nedensellik 

(causaliy) testi yap�lm�� , hesaplanan F de� eri 2.43 ve buna kar� �l�k 

gelen kuyruk olas�l�k de� eri 0.095 olarak bulunmu� tur. Dolay�s�yla 

iki gecikmeye göre logaritmalar� al�narak incelenen LTUFE ve LM2 

%90 anlaml�l�k düzeyine göre birbirlerini etkilemektedirler. Bu 

nedenle bu iki de� i� ken kullan�larak VAR modeli kurulabilir. 

Tablo 1: Granger Nedensellik Testi 
Pairwise Granger Causality Tests 
Sample: 1996:01 2001:12 
Lags: 1 
Null Hypothesis: Obs F-Statistic Probability 
LTUFE94 does not Granger Cause 71     2.43669     0.09540 

LM2 
LM2 does not Granger Cause LTUFE94 2.44123     0.09500 

Modelde    yer    alan    iki    de� i� kenin otokorelasyon    katsay�lar� 

incelendi� inde    (Tablo    2    ve    Tablo 3)    dura� an    olmad�klar� 

görülmü� tür. LM2 de� i� keni için Tablo 2'deki  18 gecikmeye göre 

(n/4)    Ljung-Box    Q-istatistik    de� eri 621.48'dir.    Bu    de� eri 

kar� �la� t�rmak için tablodan al�nan � 2
(18,0.10) ise 25.99'dur. 

Dolay�s�yla seri dura� an de� ildir. 
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Tablo 2: LM2'nin Otokorelasyon ve K�smi Otokorelasyon 

Katsay�lar�  

Sample: 1996:01 2001:12 

Included observations: 72 

 
Benzer � ekilde LTUFE94 de� i� keni için Tablo 3'deki 18 gecikmeye 

göre Ljung-Box Q-istatistik de� eri 608.71'dir. Bu de� eri 

kar� �la� t�rmak için tablodan al�nan � 2
(18,0.10) ise 25.99'dur. 

Dolay�s�yla seri dura� an de� ildir. 
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Tablo 3: LTUFE'nin Otokorelasyon ve K�smi Otokorelasyon 

Katsay�lar�  

Sample: 1996:01 2001:12 LTUFE94 
Included observations: 72 

 

Dura� an hale getirmek için fark alma yöntemi kullan�labilirdi. Fakat 

fark alma i� lemi sonras� de� i� kenlere ili� kin baz� bilgi kay�plar� 

oldu� undan, fark alma i� lemi yap�lmam�� t�r. Ayr�ca vektör 

otoregresif modeller kurulurken tek tek de� i� kenlerin dura� an olmas� 

gerekmemektedir. Yaln�zca bu de� i � kenlerin birbirleriyle 

cointegrated olmas� yeterlidir. Yap�lan Engle-Granger 

"cointegrasyon" testleri sonucunda �  = 0.5 düzeyinde inceledi� imiz 

iki de� i� ken "cointegrated" ç�km�� t�r. 
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Tablo 4, Tablo 5, Tablo 6 ve Tablo 7'de Dickey-Fuller t istatisit� i ile 

MacKinnon kritik de� eri verilmi� tir. Dickey-Fuller t istatisti� i, 

MacKinnon kritik de� eri ile kar� �la� t�r�ld�� �nda her iki de� i� ken de 

birbirleriyle cointegrated ç�km�� t�r. 

Tablo 4: Engle-Granger Cointegration Testi 

Engle-Granger Cointegration Test: UROOT(N,0) 

 
Tablo 5 

LS // Dependent Variable is D(RESID)  

SMPL range: 1996.01 - 2001,12  

Number of observations: 72 

      Engle-Granger Cointegration Test: UROOT(N,0) 

 



Tablo 6: Engle-Granger Cointegration Testi 

Engle-Granger Cointegration Test: UROOT(N,0) 

 
Tablo 7 

LS // Dependent Variable is D(RESID) 
SMPLrange: 1996.01 -2001.12 
Number of observations: 72 
Engle-Granger Cointegration Test: UROOT(N.0) 

 



LM2 ve LTUFE94 de� i� kenlerine ait VAR(1 ,0,0) 
modellerinin tahminlerine ili� kin sonuçlar Tablo 8'de toplu 
olarak verilmi� tir. 

Tablo 8: VAR( 1,0,0) Modeli 

Sample(adjusted): 1996:02 2001:12 
Included observations: 71 after adjusting endpoints 
Standard errors & t-statistics in parentheses 

 
Determinant Residual Covariance 1.85E-07 
Log Likelihood 348.8785 
Akaike Information Criteria -9.714888 
Schwarz Criteria -9.587414 

VAR Modellerinin Matematiksel Formlar� 

LM2 = 1.019022577*LM2(-1) - 0.03546125357*LTUFE94(-l) 
LTUFE94 = 0.01139572532*LM2(-1) + 0.9806063271*LTUFE94(-1) 
Tahmin edilen modelde katsay�lara ait t istatistik de� erlerinin 
anlaml� 

ç�kt�� � gözlemlenmi� tir. Bunun yan� s�ra katsay�lar�n i�aretleri ve 

büyüklükleri ba� ta belirtilen beklentiler do� rultusunda ç�km�� t�r. 

VAR(1,0,0) modelinde LM2 ve LTUFE94'deki de� i� menin 

%99'u 
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LM2(-1) ve LTUFE94(-1) de� i� kenler ile aç�klanabilmektedir. 

Modellerin standart hatalar� 0.027 ve 0.018 gibi çok küçük de� erler 

bulunmu� tur. 

VAR(1,0,0)'a ait modellerin kal�nt�lar� incelendi� inde Tablo 9 ve 

Tablo 10'daki sonuçlar elde edilmi� tir. 

Tablo 9: Kal�nt�lara � li � kin Betimsel � statistikler  

Series: Residuals LM2 
Sample 1996:02 2001:12 
Observations 71 

 

Mean 3.04E-05 
Median -0.002571 
Maximum 0.090544 
Minimum -0.049686 
Std. Dev. 0.027641 
Skewness 0.515030 
Kurtosis 3.493344 
Jarque-Bera 3.858890 
Probability 0.145229 

Tablo 10: Kal�nt�lara � li � kin Betimsel � statistikler  

Series: Residuals LTUFE94 
Sample 1996:02 2001:12 
Observations 71 
 

Mean -2.15E-05 
Median -0.001695 
Maximum 0.059246 
Minimum -0.032039 
Std. Dev. 0.015816 
Skewness 0.729576 
Kurtosis 4.450777 
Jarque-Bera 12.52522 
Probability 0.001906 
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Modellere ait kal�nt�lar incelendi� inde, Jacque-Bera test istatisti 

c2
(0.1,69) tablo de� erinden (~85.53) küçük ç�kt�� � için da� �l�mlar�n�n 

istenildi� i gibi normal da� �l�ma yak�nsad�� � gözlenmi� tir. 

Kurulan modele göre, para arz� M2 ve TÜFE de� i � kenleri 

birbirleriyle e�anl� olarak ili� kili oldu� u gibi, bu de� i� kenler aras�nda 

geri besleyici bir ili� ki de söz konusudur. Analiz sonucunda elde 

edilen VAR( 1,0,0) modeli, 

LM2 - 1.019022577*LM2(-l) - 0.03546125357*LTUFE94(-l) 
LTUFE94 = 0.01139572532*LM2(-l) + 0.9806063271*LTUFE94(-l) 

ve R2 = %99 olarak bulunmu� tur. 

Sonuç olarak, para arz� ile tüketici fiyatlar� endeksi ili� kisinin vector 

otoregresif modeler ile analizi sonucunda, bu iki de� i� ken aras�nda 

beklenildi� i gibi güçlü bir dinamik ili� kinin oldu� u görülmektedir. 
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