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Ö� RET� M YÖNTEMLER �  ÜZER� NE B� R UYGULAMA  
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** Prof.Dr. Yasemin Kahramaner 

ÖZET: Klasik Analizle çözülemeyen baz� veri tiplerine çözüm getirilmek 

için lineer modellerin matrislerle ifade ve çözümlemesinin (analizi) baz� 

sak�ncalar� vard�r[l].Uzun süre nitel de� i�kenlerin sözkonusu oldu� u 

ara� t�rmalar�n istatistiksel de� erlendirmelerinde lineer modellerden 

yararlan�rken ba�vurulan yöntem genellikle Variyans Analizi (Çözümlemesi) 

dir[2]. Ancak bu yakla� �mla matris cebrinin pek ötesine gidilmeyip tekrar 

klasik yöntemlere dönülmü� tür ya da bir tak�m k�s�tlamalara gidilerek 

çözüm yollar� aranm�� t�r. Bunun ba� l�ca nedeni nitel de� i� kenler 

kullanarak olu� turulan model genel olarak: 

Y=X �  + �  

biçiminde olup bu modellerde tek çözüm elde edilememektedir. Çünkü bu 

modelden elde edilen 

normal denklemlerinin X'X matrisi özel bir yap� gösterip, bunun rank� tam 

de� ildir. Klasik anlamda normal denklemlerin katsay�lar matrisinin 

determinant� s�f�rdan farkl� olmad�� �ndan (tam rankl� de� il) ters matrisi 

yoktur.Bilinmeyen parametreler vektörü için tek çözüm olmad�� �ndan ya 

k�s�tlamalara gidilmektedir ya da önceden uygun   ko� ullar   öne   sürülerek   

çözüm   getirilmektedir.    Ancak   bu    � ekilde 
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çözümsüzlü� ün üstesinden geliniyordu. Çal��mam�zda yine nitel de� i� kenlerle 

olu� turulan modele k�s�tlamalar olmadan da "Genelle� tirilmi �  Ters Matrislerle" çözüm 

bulunabilece� ini gösterece� iz. 

1. G�R��  

1.1. Lineer Denklemler, Tam Rank ve Lineer Modeller: 

Bilinmeyen say�s� ne olursa olsun lineer denklemlerin matrisyel yaz�l�� � 

AX=Y (1) 

� eklindedir. Bu yaz�l�� ta:  

A: Katsay�lar Matrisini,  

X: Bilinmeyenler Vektörünü, Y: Bilinen De� erler  vektörünü 

göstermektedir. Bu denklem sistemine çözüm ararken denklem say�s�n�n, 

bilinmeyen say�s�na e� it olmas� durumunda A kare matris olaca� �ndan ve |A| �  0 ise 

A'n�n tersi al�nabilir ve A'dan elde edilen   |A| �  0 olmas� A'n�n "rankn�n tam" 

oldu� unu yani tekil olmad�� �n� gösterir. Çözümde X=A-1 Y olur, Ancak 

uygulamalarda her zaman lineer denklemlerle bilinmeyenler aras�nda de� i� ik 

durumlar söz konusu olabilmektedir. A kare matristir fakat tam rankl� de� ildir. 

(|A|=0) yani üç farkl� durum ortaya ç�kar: n denklem say�s�n� q bilinmeyen say�s�n� 

göstermek üzere 

A X =Y 

(n,q)(q,1)=(n,1) 
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biçiminde olan sistemde A n�n rank�n� r(A)=r olarak gösterirsek; 

1) n=q=r ise, A bir kare matris ve A rank� tam olarak tan�mlan�r. 

2) n=q, r<q ise yine A bir kare matris olur ama rank� tam de� ildir. (|A|=0) 

3) n� q ise A ister istemez dikdörtgen matris � eklinde olacakt�r. (r<q) ise, sütun r<n 

ise sat�r matris de "Rank� Tan� Olmayan Matris" olacakt�r. Yukardaki durumlardan 

2. ve  3. durumda A'n�n klasik matris analizinde tersi al�namaz. Yani A-1 yoktur 

denir. 

AX=Y modelinde n=q ve r<q oldu� unda bu denklem sistemi taraf�m�zdan 

"Rank� Tam Olmayan Lineer Denklem" olarak adland�r�lacakt�r. Üç durumun da söz 

konusu oldu� u çal�� malarda önemli olan sistemin çözümünün olmas�d�r ki bu da 

sistemin "tutarl�" olmas�na ba� l�d�r. 

2. L� NEER DENKLEMLER 

 
Toplumlar�n de� i � imine neden olan teknolojik bilimsel devrimin durmadan 

yeni teknolojiler üretmesi, ister istemez toplumsal ya� am� h�zl� bir � ekilde 

de� i � tirmektedir. 

Öngörülerde, tahminlerde bulunmak ve bu do� rultuda kararlar almak için 

istatistiksel tekniklere ba� vurmaktay�z. Modeli, genellikle olaylar ya da olaylara etki 

eden de� i � kenler aras�nda oldu� unu varsayd�� �m�z ba� lant�yla simgesel olarak ifade 

ederiz ve çal�� mam�zda görülece� i gibi modelimiz gerçek bilgi ve de� erlere ba� l� 

oldu� undan daha basit anla� �l�r durumda simgesel olarak kullan�lacakt�r. 
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�statistiksel olarak; 

• Modelin ana kütleyi temsil etti� ini varsay�yoruz, 

• Modelin parametreleri bilinmedi� inden yapt�� �m�z gözlem yada deneylerle 

parametrelerimizi tahmin ediyoruz, 

• Bu i� lem örnekler ve bu örneklerden elde edilen modele uygulanan bir 

tak�m testlere göre kararlar al�n�r veya kararlara var�l�r. Çal��mam�zda nitel 

de� i� kenler sözkonusu oldu� undan Searle [3] gibi yazarlar�n ifade etti� i 

gibi lineer modellere çözüm getirmeye çal�� aca� �z. 

Lineer Modeller de� i� kenlerin nicel ve nitel olu� lar�na göre "Rank� Tam Olan 

Modeller" ve "Rank� Tam Olmayan Modeller'' olarak ifade edilmeleri, matrisyel 

yaz�l�� larla çözüm bulunmas�na sak�nca yaratmamaktad�r. Örne� in e� itim 

yöntemlerinin bir tak�m ö� renci gruplar� üzerinde ba�ar�s�n�n ara� t�r�lmas�, baz� ilaçlarla 

iyile� me süreleri aras�ndaki ili� ki, bir kaç tür bu� day�n ortalama dönüm ba� �na 

verdikleri ürünlerin saptanmas�, gübre ve bitki türleri ile verim, bilgisayar 

programlama tekniklerinin ö� retiminin etkinli� inin ölçülmesi v.b. ili� kilerle 

ilgilendi� imizi dü�ünürsek, gübre, e� itim yöntemleri, bitki, bilgisayar programlama 

teknikleri v.b de� i� kenlerin hepsi niteldir. Bunlar genel olarak Faktör ad�yla an�l�r. 

Nitel de� i� kenli olan çal��mam�zda modelimiz 

Y=X �  + �  (2) 

gibi bir denklemden yararlanarak yap�lacakt�r. Bu temel bilgileri verdikten sonra ileride 

aç�klamaya çal�� aca� �m�z modeldeki X matrisinin özel bir yap�s� vard�r. Bu     

yap�dan kaynaklanan özel durum da rank�n�n tam olmamas�d�r. Ancak regresyon 

modelinde gözlemlere ili� kin modelimiz, 

y �= � 0  +� i1Xi +� � (i=1,2,...,n)    (3) 
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dir ve bunun matrisyel biçimde yaz�l�� � yine 

� eklindedir ve normal denklemlerin 

biçiminde olabilece� ini ve bu tür modellerde (X'X) matrisinin çözüm için tersinin 

al�nabilece� inden 

temel tan�mlar� verilir. Bu tan�mlara göre, ister kare( tekil ya da tekil olmayan) ister 

dikdörtgen olsun bir A matrisinin a� a� �daki dört ko� ulu yerine getiren A     ile 

gösterilecek bir tek genelle� tirilmi �  ters matrisinin bulunabilece� i kan�tlanm��  olur. 

 

                A gibi bir matris, lineer denklem sistemlerinin çözümünde rahatça 

kullan�lmaktad�r. A n�n boyutu büyük oldu� undan bu dört ko�ulu sa� layan matrisin  

hesab� o zamanda çok güç olmas�na kar� �n geli� en bilgisayar teknolojilerine paralel  

olarak h�zl� i� lemciler sayesinde bu engel de kalkm��  bulunmaktad�r. Penrose        

yaln�zca birinci ko�ul yerine getirildi� inde elde edilen genelle� tirilmi �  ters matris     

AX=Y denklem sistemine çözüm getirmi� tir. Daha sonraki çal��malarda örne� in 

M.�pekçi1 yapt�� � çal��mada, de� indi� i gibi 1. ko�ulu yerine getiren bir         

genelle� tirilmi �  ters matris için bir çok bilim adam� de� i� ik adlar kullanm�� iard�r[5].    

"Ters benzeri (Sheffield, John)”, "etkin ters (Wilkinson)"," ko�ullu ters    (Bose, 

Graybill)" ,    "g-ters    ( Rao,Winer,Searle)", "tek   ko�ullu  g-ters(Pringle Rayner)",   "tek 

1 Merih �pek, "Genelle� tirilmi �  Ters Matrisler ve Rank� Tam Olamayan Modellere Uygulama", a.g.e. S.21 
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ko� ullu-g-ters(Pringle-Rayner)" , "zay�f genel ters (Goldman-Zeien)" gibi 

Çal��mam�zda bunlardan Searle ve Haussman, Searle'in çal��malar�nda temel al�nan 

AGA=A (6) 

e� itli � inde Penrose'un 1. ko�ulunu sa� layan herhangi bir G matrisine "A n�n bir 

genelle� tirilmi �  ters matrisi ad�n� verece� iz ve G veya g-ters sembolüyle ifade 

edece� iz. 

Burada önemli bir noktaya daha de� inece� iz. (6) nolu denklemi sa� layan G  

tek olmay�p di� er ko� ullara da uyar. Yukar�da ad�n� verdi� imiz yazarlardan Rao 

veya Searle'in ifade etti� i gibi tek bir g-ters'in lineer denklem sistemine çözüm 

getirebilmesi gerekli de� ildir. Yani herhangi bir g-ters çözüme yeterlidir. Yani hangi   

G elde edilirse edilsin baz� parametre sonuçlar�n�n de� i�medi� i gibi önemli bir            

yakla� �m�n do� mas�na yard�mc� olmu� tur.2 

   2.1. RANKI TAM OLMAYAN L �NEER MODELLERE UYGULAMA 

Ele al�nan modellerin nitel de� i� kenlere ba� l� olu� lar� ister istemez X'X matrisinin 

rank�n�n tam olmamas�na yol açt�� �n� önceden aç�klam�� t�k. G ters matrisini     

kullanarak çözüm bulup bu çözümün tek çözüm olmay�� �n�n yaratt�� � sorunlar�n kolayca 

ortadan kalkabilece� ini , istatistiksel çözümlemeyle baz� tahmin ve anlaml�l�k testlerinin 

kolayca yap�labilece� ini görece� iz. 

Meslek türleri, e� itim yöntemleri, tedavi yöntemleri, ö� renim durumlar�, vb...gibi 

faktörlerin nitel de� i� kenli modellerin aç�klay�c� de� i� kenleri olup bu faktörlerin   

de� i� ik s�n�f veya kategorileri olabilece� i gibi biz bunlara çal��mam�zda düzey ad�n� 

verece� iz. Örne� in üç de� i� ik tedavi yönteminin bir hastal�� � iyile� tirmede        

etkilerinin    incelendi� i ,   bir mal�n üretiminde  4   ayr�   makina   tipi   kullan�ld�� �n� ve 

2Merih �pek, "Genelle� tirilmi �  Ters Matrisler ve Rank� Tam Olamayan Modellere Uygulama", a.g.e.S.22-48 
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bunun sonucunda makina tiplerinin mal�n kalitesinde etkisinin olup olmad�� �n�n 

ara� t�r�lmas� gibi. Bu örneklerde tedavi yöntemleri ,tedavi yöntemi faktörünün üç          

düzeyi makina faktörünün ise 4 düzeyinden söz etmi�  oluruz. 

3. UYGULAMA: 

Sosyal  bilimlerde   anlat�lan   matematik   derslerinin   3   ayr�   ö� retim  yöntemine 

ba� vurularak yap�ld�� �,  bunlar�n  ö� rencilerin ba� ar�s�nda  de� i� ik  etkileri  olup 

olmad�� �n� ara� t�rmak isteyelim. Rastgele seçilen 12 ö� renciden üçüne 1. yöntem, 

dördüne 2. yöntem, be� ine 3.yöntemi uygulad�k: 

l.yöntem olarak ifade edilen ö� retim yöntemini; 

"Bilgisayar teknolojileri kullanarak mesleki veya kendi dersleriyle ilgili 

internet siteleri ve web sayfalar�n� kullanmak", 

2. yöntem olarak ifade edilen ö� retim yöntemini; 

"Klasik anlamda ders notlar�, kitap ve kütüphane olanaklar� kullan�larak 

uygulanan yöntem " 

3. yöntem olarak da; 

"Mesleki derslerdeki konulara uygun örnekler seçilerek   konular�n anlat�m�yla ilgili 

yöntem"   yani;    daha   aç�k    bir    ifadeyle   dersler   anlat�l�rken    mesleklerinde 

kar� �la�acaklar�   problemlerle   ilgili   örnekler   seçilerek   konular�n   anlat�lmas� 

yöntemi. 

Bu üç  de� i� ik  yöntem  de� i� ik  dönemlerde  farkl�  sosyal  bilim  dallar�ndaki 

ö� rencilere uyguland�� �nda ve   100 puan üzerinden de� erlendirildi� inde a�a� �daki gibi 

sonuçlar elde edilmi� tir: 
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E� itim yöntemi faktörünün görüldü� ü gibi 3 düzeyi ele al�nm�� t�r Bu deneyimize 

ili �kin modelimizi kural�m. Burada faktörü A ile gösterece� iz. 

yij= � +� j+� ij (7) 
Bu bir lineer model olup her yij, 3 faktör düzeylerine ait bile�enlerin toplam�n� 

göstermektedir. Bu model � +� j gibi ana kütleyi belirleyici bölümle rastlant�sal 

olarak denetlenemeyen kal�nt� parametresi olan � ij bölümden olu� maktad�r. 

Burada �  ana kütle ortalamas�n� � j   bir A faktörünün j. S�n�f�n�n (kategorisinin) ya 

da düzeyinin etkisini    � ij kal�nt� ya da hata yada sapma ad� verilen "Raslant�sal 

Etki" terimini göstermektedir. Bu model "Tek Yönlü S�n�fland�rma Modeli" ya da 

"Tek Faktörlü S�n�fland�rma Modeli"3 olarak adland�r�lmaktad�r.   � ij raslant� 

de� i� kenine ili� kin baz� varsay�m ve ko�ullar�n da konulmas� gerekmektedir. Ayn� 

modeli gözlemleri dikkate alarak modelin denklemlerini yazal�m. 

50=y11 = � +� 1+� 11 

60=y11 = � +� 1+� 21 

45=y11 = � +� 1+� 31 

 
3l-way Classif�cation Model 
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75=y12 = � +� 2+� 12 
50=y22 = � +� 2+� 22 

40=y32 = � +� 2+� 32 

80=y42 = � +� 2+� 42 

90=y13 = � +� 3+� 13 

60=y23 = � +� 3+� 23 

40=y33 = � +� 3+� 33 

70=y32 = � +� 3+� 43 

80=y53 = � +� 3+� 53 

 

Bu denklemlerin matrislerle ifadesi aç�k � ekilde 

 

ve daha genel olarak; 

 Y=X�  + �   

� eklinde yaz�labilir.Burada;  
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Y: Gözlemler (gerçek veriler)matrisi,  

X: Katsay�lar matrisi 

�  : Bilinmeyen parametreler vektörü olup iki alt vektörü �  ve � j dir. 

 

�  :Raslant�sal gözlenemeyen hatalar vektörünü göstermektedir.  

Daha önce de de� indi� imiz gibi X matrisinin özel bir yap�s� vard�r.  

Bu yap�: 

1) Görüldü� ü gibi 1 ve 0'lardan olu� maktad�r. 

2) 1.  sütun tüm di� er sütunlar�n toplam�ndan olu� maktad�r.  Bu özellik lineer 

ba� �ms�z sütun say�s�n�n 3 oldu� unu ifade eder. Rank ise 3  olup 4 olamaz. 

Dolay�s�yla sisteme tam rankl� bir sistem diyemeyiz.. 

3.1. Normal Denklemler : 

(8)' deki modelin daha geni�  bir tan�m�n� ve �  ' a ait varsay�mlar� yazal�m.  

Y : (12,1) boyutlu gözlemler vektörümüz ,  

X : (12,4) boyutlu katsay�lar matrisimiz, 

�  : (4,1) boyutlu bilinmeyen vektörümüz, 

�� :   (12,1)   boyutlu   raslant�sal   ve   gözlenemeyen   deneylerden   do� an   hatalar 

vektörümüz olup 

Y=X �  + �  

Matrisyel yaz�l�� ta ki   �  'a ait yan ko� ullar� yazarsak: 

�  E(�  )=0 burada Var(�  )= E(�� ')  
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    �  �� ij   ‘ler ba� �ms�z olup Var(� ) = �  2 I4 

 

�  �  'a ait da� �l�m Normal olup bu da� �l�m N(0, �  2 I4 ) � eklindedir. 

Bu ko� ullar ve yaz�l�� lar baz� yazarlarca bu modele regresyon modelinin özel bir 

biçimi oldu� unu fakat tek fark�n X matrisinin özel yap�s�ndan kaynakland�� �n� ifade 

etmelerine neden olmu� tur.   bilinmeyen parametre vektörlerini göstermek üzere bunlar�n 

tahmini için 

normal denklemlerinden tam rankl� regresyon modellerinden bilindi� i gibi tek çözümü 

�eklindedir ve   

Fakat modelimizde ve X matrisinin tam rankl� olmamas� ve tamamen 0 ve 1 lerden  

olu�an ve ad�na yapay de� i� ken dedi� imiz de� erlerin olu� turdu� u bir Gösterge 

Tasar�m  Matrisi elde  edilir.  0  ve   1'   lerin  da� �l� � �  modelde  terimlerin  nas�l 

s�n�fland�� �n�n bir göstergesidir.  Örne� in y11      gözleminde j=l   oldu� unda   1. 

yöntemin yani faktörün 1. düzeyinin etkisini y23, 3. yöntemin etkisini 

göstermektedir. �  etki olmamas� durumunda tüm denklemlerde olacakt�r. 1. sütunun 

toplam� di� er sütunlar�n toplam�n� verece� inden X'in rank�n�n. tam olmamas�na  

neden olur. Dolay�s�yla X'X de tam rankl� olmaz4 Buradan klasik matematikte  

bilindi� i gibi (X'X) in tersi al�namaz. Kar� �m�za çözülmesi gereken iki durum                     

ç�kmaktad�r: 

4 Merih �pek, "Genelle� tirilmi �  Ters Matrisler ve Rank� Tam Olamayan Modellere Uygulama". a.g.e.S.56 
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2-) p vard�r fakat sonsuz say�dad�r. Her iki durum için denklemlerin tutarl� olmas� 

gerekti� i yani di� er bir de� i� le X'X matrisinin sat�rlar� aras�ndaki lineer ba� lant�n�n 

X'Y vektörünün elemanlar� aras�nda da bulunmas� gerekir. � imdi çal�� mam�z�n 

normal denklemlerinin tutarl�l�k testini yapal�m. 

 

 
Sondaki (4,4) boyutlu simetrik X'X matrisinde 1. sütun    (ve 1. sat�r) di� er üç 

sütunun (ve sat�r�n ) toplam�na e� it olup 1. sat�rdaki  12 say�s� toplam gözlem 

say�lar�n� gösterdi� ini 12=3+4+5 � eklinde ç�karabiliriz. 

12 say�s� için n.. gözlem say� sembolü ile 
3 say�s� için n..         "      "      "         " 

4 say�s� için n. 2    "      "      "         " 

5 say�s� için n. 3 "            "      "         " 

 

gösterirsek 

106 

 

 



�stanbul Ticaret Üniversitesi Dergisi 

 

ve toplam gözlem say�s� bu sembollerle gösterirsek n..= n.1 + n.2 + n.3 biçiminde   

olur. Yani 1. sat�r di� er üç sat�r�n toplam�na e� it olup rank say�s� lineer ba� �ml� 

Sat�r(veya sütun) say�s� kadar azal�r ve X'X tam rankh de� ildir sonucunu 

 ç�karabiliriz. 

olup e� itli � in sa� �ndaki sonuç matrisinde 1. eleman�n 740 de� eri, di� er üç 

sat�r�n toplam�na   e� it   oldu� u   yani   740=155+245+340   görülmektedir.   

Tüm   gözlem de� erlerinin toplam� için 		 yij=y..     ile 
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gösterildi� ini dü�ünürsek y.. =y.] +y. 2 +y.3 benzer �ekilde gözlem vektörü için de ayn� 

notasyonu kullanabiliriz. Burada X'X'deki lineer ba� �ms�z sat�r veya sütun 

say�s� X'Y sonuç matrisinde vard�r ve denklemler tutarl�d�r. Dolay�s�yla sistemin 

çözümünü genelle� tirilmi �  ters matrisle yapmaya çal�� aca� �z. 

3.2. G- TERS'Ie çözüm: 

G- Ters'in hesaplanmas�nda bir çok ara� t�rmac� de� i� ik yöntemler kullanm�� lard�r.      

Fakat çözümün tekli� i için hangi G-ters bulunursa bulunsun bunun de� i�mezli� i 

sozkonusu oldu� undan biz a�a� �daki yöntemi kullanaca� �z.5 

Örne� in elimizde A simetrik matrisinin oldu� unu varsayal�m. 

a) Rank� r ve r. Mertebeden tekil olmayan bir minör bulunur. Bunu da M 

ile gösterelim. 

b) M in tersi al�narak M-1     bulunur. 

c) M-1 in transpozesi yani (M-1 )' bulunarak A matrisi içinde, M yi olu� turan her 

eleman�n bulundu� u yere, (M-1 )' de kar� �l�k gelen elemana yer verilerek di� er 

elemanlar�n de� erleri s�f�r olarak yerle� tirilir. 6 

d) Buldu� umuz son matris A nm genelle� tirilmi �  ters matrisi G d�r. 

Buna göre; 

5Scarle R.A., "Lincar Models", a.g.e., S.233  
6 Merih �pek, "Genelle�tirilmi �  Ters Matrisler ve Rank� Tam Olamayan Modellere Uygulama", a.g.e.S.26 
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b)   Yukar�daki matrisin determinant� s�f�rd�r. Bundan dolay� rank 4 olamaz. rank=3 

tür. Matrisin 3. dereceden bir minörü 

 

 

X'XGX'Y = X'Y       ise normal   denklemlerin   tutarl� oidu� unu 

söyleyebiliriz. Yukar�daki G tersi kullan�rsak; 
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oldu� u görülür. Normal denklemlerin G-Ters'in hesab�ndan dolay� sonsuz( 

say� s�z) çözümlerinden baz�lar�n� hesaplamaya çal�� al�m. 

� 0 çözüm vektörümüz , 

� 0 = GX’Y + (H-I)Z 

� eklindedir. Burada H = GX’X   ve Z   herhangi bir çözüm vektörüdür. 

 

Z’ = [0    0    0    0)]   gibi bir çözüm vektörü alal�m. Buna göre,   

�  01 = GX’Y + (H -I)Z    olup   (H -1) Z = 0         olacakt�r ve 
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bulunur. Bu çözümde 155 = y.1, 245 =y.2 , 340=y.3 ve n.1=3, n.2=4, n3=5 

oldu� unu biliyoruz. Ayr�ca, 

tür. Bu da �  01  =GX'Y    çözüm vektörünün modelimizdeki   2., 3. ve 4, ö� eleri    olup 

üç e� itim faktörüne ili� kin düzeylerdeki gözlemlerin ortalamas�na e� it oldu� u                

görülür. Yani; 

 

 

 

 

Ba�ka bir keyfi çözüm vektörü alarak çözümün de� i� mezli� ini gösterelim. 

�kinci keyfi çözüm vektörümüz: 
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�  01 =Gx’Y + (H – 1)Z ve 

 

Bu çözümlerden önemli baz� sonuçlara i� aret edelim. 
 01 ve  
 02 çözümlerinden 

hangisini al�rsak alal�m çözümün de� i�mezli� ini gösterelim. Variyans veya 

regresyon analizinde "Karelerin ayr�� �m�" diye ifade edilen temel özde� lik7 

KTg=KTk+KTm        (9) 
olup bunun gözlem de� erleri türünden karelerini yazal�m: 

7 Merih �pek. "Genelle� tirilmi �  Ters Matrisler ve Rank� Tam Olamayan Modellere Uygulama", 
a.g.e.S.71-73 
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dir. Burada, 

KTg  : Toplam de� i� imi, 
 

KTm : Model’den dolay� olu�an de� i� imi, 
 
KTk : Aç�klanamaz yani kal�nt�dan do� an de� i� imi göstermekteyiz. Modelimize 

dönersek (9) özde� li �� ndeki KT k y� bir tak�m matematiksel i� lemlerle 

KTk=Y'Y-� '
0X'Y 

� eklinde yazabiliriz.

 
 

 
 
 
 
oldu� u görürüz. �ki ayr� çözüm vektörü olmas�na ra� men � '

0X'Y nin de� i� mez 

oldu� u ortaya ç�kt�. � imdi kareler ayr�� �m�ndaki KTk   parametresini hesaplayal�m. 
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ve           

olur. Bu da özde� li � in do� ru oldu� unu gösterir. Son olarak  � 2 nin tahmincisini 

hesaplayal�m. 

Anlaml�l�k testlerini ve Variyans Analizi(karelerin çözümlenmesi) i� lemlerini tablo 

ile gösterelim: 
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V.A. Tablosu 

�  = 0,05 anlaml�l�k düzeyinde F-Test istatisti� ini inceleyelim: 

F2,9:0.05=4��������������	
�	�	��
	��������������������������� �
��������	�����
������
�������	�	����	�	��	��������	 ��������	�������
�	��	��������������������� ��	���
�����	����������� �	!���	�	�����	��������
�	�	���������"�

Sonuç: Hangi çözümü kullan�l�rsa kullan�ls�n, çözümleme için gerekli önemli 

baz� de� erlerin de� i� medi� i görüldü.Çal��mam�zda;  

� o�=[0    51,66    61,25    68] 

ve 

� 02=[-1  52,6   62,25   69] 
 
çözüm vektörlerinin de� erleri birbirlerinden çok az farketti� i görülmektedir. E� itim 

faktörünün I. düzeyinin ortalama notlar� 51,66 ile 52,6 olarak bulunmu� tur. 

 II.düzeyin notlar� 68 ile 69 dur. Hangi çözüm olursa olsun s�ralaman�n de� i�medi� i 
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ve e� itim faktörünün III.düzeyi olan "Mesleki derslerdeki konulara göre uygun 

örnekler seçilerek konu anlat�m�yla" ilgili yöntem en yüksek ortalamay� vermi� tir. 

Fakat bunun di� erleriyle aras�nda büyük farklar bulunmamaktad�r. Di� er iki e� itim düzeyi 

de ba�ar�s�z görülmemektedir. 
X matrisinin gösterdi� i özel yap� nedeniyle rank� tam olmayan modelleri bir tür regresyon 

modellerinin bir özel biçimi �eklinde göstermi�  olduk.. 
Nitel de� i�kenli normal denklemlerin olu�turdu� u sistem tam rankl� bir model             

olmad�� �ndan tersi al�namamaktad�r. Hiçbir k�s�tlamaya gidilmeden G=(X'X)-1   den 

 � o = tahmini yap�lmakta ve sanki tam rankl� modellerin çözümü gibi bir i� lem       

yap�lmaktad�r. 
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